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WINKELMASZE IM MINKOWSKI- UND FINSLERRAUM. I 
VON 
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1 
1.1. Es werden mehrere der in der Literatur fur Minskowski- und 
Finslerraume vorgeschlagenen WinkelmaBe (kunftig kurz ,Winkel'') im 
Hinblick auf ihre Definierbarkeit durch die Raummetrik allein sowie den 
durch sie im Raum der Richtungen erzeugten Abstandsbegriff untersucht. 
Hieraus ergibt sich eine einfache Systematik (Satze 5.1, 6.2, 6.3). 
Zur prazisen Darstellung erweisen sich Definition der auftretenden 
Raume und Formulierung von allgemeinen Haupteigenschaften derselben 
als unumganglich. 
1.2. Inhalt der folgenden Abschnitte: 
Abschn. 2. Definition der auftretenden Raume; Formulierung mmger 
diesbezuglicher fiir das weitere wichtiger Ergebnisse. 
Abschn. 3. Analytische Definition mehrerer Winkel im Minkowskiraum. 
Abschn. 4. Metrische Winkeldefinitionen im Minkowski- und Finslerraum. 
Abschn. 5. Gegenuberstellung der durch die verschiedenen Winkel im 
Richtungsraum erzeugten MaBbestimmungen. 
Abschn. 6. Die zugehorigen ,inneren" Winkel. 
1.3. Der vorliegende Aufsatz erwuchs aus der Dissertation (GREIFS-
WALD, 1955) des Verfassers. Dieser dankt seinem verehrten Lehrer, 
Herrn Prof. Dr. W. RrNow, fiir Anregungen, Kritik und weitreichende 
Unterstutzung. 
2 
2.1. Gegeben sei eine Menge M von Elementen (Punkten) p, q, r ... 
und eine ,Abstandsfunktion", welche je zwei geordneten Punkten p, q E M 
eine nichtnegative reelle Zahl pq mit pp = 0 zuordnet. 
a) M heiBt ,metrischer Raum" (FRJJicmbT [7]), wenn pq=O nur fiir 
p = q gilt; ferner pq = qp und pr ;"';; pq + qr (Dreiecksungleichung) fur alle 
p, q, rEM. 
b) M heiBt ,fastmetrischer Raum" (MENGER [12]), wenn 
I. Zu jedem 8 > 0 ein i5 > 0 existiert derart, daB a us pq < i5 stets qp < 8 
folgt; 
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II. eine Funktion L1(x)~O (x~O) mit lim L1(x)=0 existiert, so daB die 
.,_,.o 
,abgeschwachte Dreiecksungleichung" 
(1) pr~pq+qr+Min (pq, qr) · L1(Max (pq, qr)) 
gilt. 
c) M heiBt ,Abstandsraum", wenn Axiom I. von b) erfiillt ist und 
eine Zahl c~ 1 existiert, so daB die ,,schwache Dreiecksungleichung'' gilt: 
(2) pr~c(pq+qr). 
Die betr. Dreiecksungleichungen mogen ,eingeschrankt" gelten, wenn 
ein R> 0 besteht, so daB sie fiir pr~R richtig sind. M heiBe ein ,ein-
geschrankter" metrischer, fastmetrischer oder Abstandsraum, wenn die 
jeweilige Dreiecksungleichung eingeschrankt gilt. 
2.2. Ist M metrisch, so fastmetrisch und ein Abstandsraum. Ist M 
fastmetrisch, die Menge N der auftretenden Abstande x=pq sowie L1(x) 
iiber N beschrankt, so ist M ein Abstandsraum. 
2.3. Im metrischen Raum sind alle topologisch wichtigen Begriffe 
(Umgebung, stetige Kurve, usw.) sinnvoll. Dariiberhinaus karin die 
Bogenlange wie im Euklidischen als obere Grenze aller einer stetigen 
Kurve einbeschriebenen Polygonlangen definiert werden. Es ergeben sich 
die Begriffe Kiirzeste, Segment ( = Kiirzeste, deren Lange gleich dem 
Abstand der Endpunkte ist), Geodatische etc. und die bekannten Menger-
scheu [ll] Satze iiber deren Existenz nebst ihren Erweiterungen (vgl. 
BLUMENTHAL [2]). 
Das Gesagte bleibt im wesentlichen fiir fastmetrische Raume giiltig 
(MENGER [12]); man benotigt in Wahrheit nur eingeschrankt fastmetrische 
Raume. 
2.4. Die Metrik des metrischen Raumes M heiBt eine ,innere" 
(ALEXANDROFF [1]), wenn je zwei Punkte von M durch eine stetige 
rektifizierbare Kurve verbindbar sind und der Punktabstand gleich der 
unteren Grenze der Langen aller solcher Verbindungskurven ist. 
Sind in M (mit beliebiger Metrik) je zwei Punkte durch eine rektifi-
zierbare Kurve verbindbar, so kann die ,zugehorige" innere Metrik auf 
die genannte Weise konstruiert werden. 
2.5. Im n-dimensionalen euklidischen Vektorraum E" mit den 
Elementen (Vektoren, Punkten) x =(xi, ... , x") sei eine stetige, fiir alle 
x oft 0 zweimal stetig differenzierbare Funktion F(x) (,Grundfunktion") 
erklart mit 
I. F(x)>O fiir x oft 0 
II. F(kx) = JkJF(x) (k reell) 
III. -a:;xkF(x)yiyk=Ffk(x)yiyk>O fiir linear unabhangige x, y. 
E" mit dem neuen Abstand xy=F(x-y) heiBt n-dimensionaler 
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Minkowskiraum M". III bedingt strenge Konvexitat der Flache F(x) = 1 
(,Indikatrix") und somit die Dreiecksungleichung fiir xy (vgl. BoNNESEN-
FENCHEL [3]): M" ist metrisch. 
2.6. Bedeutet F;,= o~iF, so ergeben sich aus I, II, Ill sofort (vgl. 
CARATHEODORY [5], auch LIPPMANN [10]) 
a) F(x)=x'F.(x) 
b) F;,(kx)=sgnk·F.(x) 
c) !k!Fii(kx)=Fii(x) 
und fiir die sog. Weierstrasssche Funktion E(x, y)=F(x)-y•Fi(x) 
d) E(x, y)=!(x•-yi)(:if-yk)F;,k(x+D(y-x)); 0<'19<1 
e) E(x, y)~O; =0 genau dann, wenn x, y linear abhangen. 
2. 7. Fiir n ~ l betrachten wir eine Mannigfaltigkeit ~,. der Dimension 
n und der Klasse 2 im Veblen-Whiteheadschen [15] Sinne. Um jeden 
ihrer Punkte P0 gibt es dann eine euklidische A.-Umgebung (A.>O), welche 
ganz von einem einzigen Koordinatensystem iiberdeckt wird. D.h.: Sind 
in einem gewissen Koordinatensystem ~=(~1 , ... , ~"') die Punkte ~0 , P0 
einander zugeordnet, so gibt es ein A> 0, so daB aile Punkte ~ der eukli-
dischen A.-Umgebung von ~0 Punkte einer1) Umgebung von P0 beschreiben. 
Wir werden daher gegebenenfalls die Bezeichnungen ~' P austauschen. 
Jedem P E ~,. sei eine ,Grundfunktion" F(P, x)= F(~, x) (x EM") 
zugeordnet, die nach den x•, ~k zweimal stetig differenzierbar ist und fiir 
festes P durch F(x) = F(P, x) einen Minkowskiraum M~ definiert, welcher 
Tangentialraum in P an ~,. ist. 
Nach VEBLEN-WHITEHEAD sind je zwei Punkte P, Q E ~n durch eine 
(in den euklidischen Koordinaten) totalstetige Kurve O(P, Q) verbindbar, 
welche in Kurvenstiicke 0. derart zerlegt sei, daB jedes innerhalb eines 
einzigen Koordinatensystems verlauft. 
X(t) (a~t~b) sei eine Darstellung von 0; die 0. werden fiir a.~t~a.+I 
erklart. Dann ist 
"'•+1 
(3) l1(0) = 1 J F(X(t), X(t)) dt 
v "'v 
von der Einteilung in die 0. und der speziellen Parameterwahl unab-
hangig und heiBt ,finslersches MaB'' von 0. Wir definieren den Abstand 
(4) PQ = inf l1(0); 
G(P,Q) 
er macht ~,. offenbar zum metrischen Raum, dem n-dimensionalen 
,Finslerraum" cp" (FINSLER [6]). 
2.8. Ist 0 in cp" rektifizierbar, so bezeichne l(O) die Bogenlange. 
Ersichtlich sind alle totalstetigen 0 rektifizierbar, und 
(5) l(O)~liO). 
Wegen (4) und 2.4. ist die Metrik des cp" eine innere. 
1 ) Vorlaufig so definierten 
15 Series A 
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Bezeichnet K(P, Q) eine Verbindungskurve klirzesten finslerschen 
MaBes l1, so fc;>lgt nach ( 5) l(K) = l1(K) = PQ: K ist Ktirzeste und Segment; 
sie heiBt ,Extremante" und ist nach ToNNELLI [14] (50 ff.) zweimal 
stetig differenzierbar. 
2.9. Wir beschranken uns auf solche Umgebungen in~ .. , die ganz 
innerhalb eines einzigen Koordinatensystems liegen. Wir konnen dann 
von euklidischem Abstand, euklidischer Bogenlange etc. sprechen. 
Im Lehrbuch von CARATHEODORY [5] (328 ff.) wird bewiesen: Zu jeder 
kompakten euklidischen Umgebung U(P), P E ~ .. , gibt es ein e>O, so 
daB jeder Punkt Q E U(P) mit jedem seiner kompakten e-Umgebung 
U.(Q) durch genau eine Extremante verbindbar ist, welche keine inneren 
Punkte mit dem Rand von U.(Q) gemein hat. 
U(P) sei so klein gewahlt, daB die Vereinigung aller U.(Q) mit Q E U(P) 
ganz von dem betrachteten Koordinatensystem iiberdeckt wird. Auf ihr 
-als kompakte Kugel-besitzt F(Q, x) ein Minimum 2m>0. 
T E ~ ... T ¢ U.(Q). Q<fl) (Darstellung Xg(t) mit der 'fiir (3) notigen Zer-
legung a~~t~a~+l• Xg(a8)=Q, derart, daB Q<rJ> fur ag~t<a~ keinen 
Punkt mit dem Rand von U,(Q) gemein hat, X 11(aV aber Randpunkt ist) 
seien hochstens abzahlbar viele Verbindungskurven von Q und T derart, 
daB lim 11(Q<rJ>)=QT. Es folgt wegen 2.5.11 
weil das letzte Integral die euklidische Bogenlange wenigstens bis zum 
Schnittpunkt mit dem Rand von U,(Q) darstellt. Ergebnis: QT ~ 2me > ms. 
V., symbolisiere eine (}-Umgebung in der Metrik des Finslerraumes. 
Dann folgt 
Hilfssatz: Je zwei Punkte Q, R, der metrischen Umgebung V me;2 (P) 
des Punktes P E cp .. sind durch genau eine Extremante verbindbar. 
Es gilt namlich R E V me;2(P) C V me(Q) C U,(Q), also existiert eine 
Verbindungsextremante. Eine zweite miillte den Rand von u., also erst 
recht den von V me in einem inneren Punkte schneiden. Ihre Lange ware 
dann >ms, wahrend RQ~ms. 
2.10. Hilfssatz: Jede Kurzeste ist Extremante. 
Wir zeigen dies im Kleinen. Die Ktirzeste geniigt dann den Eulerschen 
Differentialgleichungen, ist stetig differenzierbar, also Extremante im 
GroBen. 
Die Ktirzeste K verbinde P, Q, wobei Q E V me;2(P). K sei die Verbindungs-
extremante, und R E K, R ¢ K. Wir betrachten die Kurve 0, welche sich 
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aus den Verbindungsextremanten von P und R sowie R und Q zusammen-
setzt. 0 ist totalstetig, 
Z1(0) = P R + RQ ~ PQ; 
l1(0)=PR+RQ~l(K)=PQ; d.h. l1(0)=PQ: 
0 ware eine zweite Verbindungsextremante im Gegensatz zu Hilfssatz 2.9. 
2.11. Bei C.AR.ATHEODORY [5] (382 :If.) werden noch einige weitere fiir 
das folgende wichtige Tatsachen bewiesen: 
a) Von jedem Q E ~.. (Koordinaten r/') geht in jeder Richtung 
p, = (p,l, ... , p,n-l) genau eine Extremante a us, welche bis zum Rande 
der U8 (Q) (vgl. 2.9.) lauft und eine nach dem Parameter t>O sowie 
den r/' und p,k zweimal stetig differenzierbare Darstellung X(t; 'Yj; p,) 
(X(O; 'YJ; p,)=Q) gestattet, welche dariiberhinaus 
()(Xl, ... , Xn) ¥= 0 (t > 0) 
()(,ul, ... , ,un-1, t) 
erfiillt (kein ,konjugierter Punkt" in U8 ). 
b) Folgerung: J ede in V = V mstz verlaufende Kiirzeste kann eindeutig 
soweit verlangert werden, daB sie genau zwei erste- vom Innern von V 
her betrachtet- Schnittpunkte mit dem Rand von V besitzt. 
c) Wenn P ¥= Q, P=X(tp; 'Yj; p,p), so ist im Kleinen eine eindeutige 
zweimal stetig differenzierbare Auflosung moglich: 
p,} == p,}(P, Q), tp = tp(P, Q). 
Einsetzen der ersten Beziehung in die Kurvengleichung liefert die Form 
X(t; Q; P), 
zweimal nach t und den Koordinaten von P und Q differenzierbar. 
3 
3.1. Das auf Mn formal verallgemeinerte innere Produkt 
( ) _ xiF0(y) 
x,y - F(x) (x, y ¥= 0) 
eignet sich zur Definition eines Winkels w(x, y) zwischen den Richtungen 
A.x, p,y (A., p, > 0) durch 
(6) cosw(x,y)=(x,y) O~w~:n: 
(FINSLER [6]; LIPPMANN [10]). Wir nennen ihn Finsler-Caratheodoryschen 
(F.-C.-)Winkel. 
HeiBt (in Verallgemeinerung der euklidischen Orthogonalitat) z zu y 
transversal, wenn z' F,(y) = 0, so ist (x, y) das Verhaltnis der Langen von 
Ankathete zu Hypotenuse in einem Dreieck, dessen Gegenkathete zur 
Ankathete transversal ist. w ist genau dann symmetrisch, wenn M .. =En 
(FINSLER l.c.). 
3.2. x, y seien linear unabhangig und E die durch sie bestimmte 
Ebene, welche aus der Indikatrix (2.5) eine Flache vom Inhalt f(x, y) 
herausschneidet. r(x), r(y) seien die Radien der Indikatrix in Richtung 
x, y; sin (x, y) der Sinus des von x, y eingeschlossenen euklidischen 
Winkels. Dann definiert BusEMANN [ 4] seinen Sinus durch 
(7) sm(x y) = sin (x y) • nr(x) r(y) 
' ' f(x, y) 
und setzt ihn 0 fiir linear abhangige x,y. sm(x,y) ist symmetrisch, kann 
aber i.a. nicht als Sinusfunktion eines reellen Argumentes aufgefaBt 
werden. Man erkennt dies etwa fiir n= 2, wenn man die Indikatrix zu 
einem Rhombus ausarten laBt: Der Busemannsche Sinus zwischen dessen 
(euklidisch orthogonalen) Diagonalen betragt wegen f(x, y) = 2r(x)r(y): 
sm(x, y) = nf2 > I. 
Fiir Mn= E"' wird offenbar sm(x, y) =sin (x, y). (7) hangt nur von der 
Metrik des M .. , nicht von der des speziellen als Koordinatenraum zu-
grunde gelegten En ab. 
3.3. Im gleichschenkeligen euklidischen Dreieck mit der Schenkel-
lange 8 und der Lange a der dritten Seite," welche dem Winkel "'gegen-
iiberliegt, gilt 
Die naheliegende Verallgemeinerung auf den Minkowskiraum liefert 
(Sa) ( X y ) g(x, y) = t F F(x) - F(y) 
und 
(8b) <X(x, y) = 2 arc sin g(x, y) 
(sinnvoll, weil nach 2.5. fiir F die Dreiecksungleichung gilt: 0 ~ g ~ l) 
sowie 
(8c) G(x, y) = sin <X(x, y). 
4 
4.1. X(8), Y(t) (0~8, t; X(O)= Y(O)=P; X(O) =1= 0, Y(O) =1= 0) seien 
stetig differenzierbare Darstellungen zweier von eineni. Punkte P E rp" 
ausgehender Kurven. Y(8) bezeichlle fiir kleine 8 einen Punkt der zweiten 
Kurve, fiir den die Verbindungsextremante Z(t; X(8), Y(8)) die zweite 
Kurve transversal schneidet. 
FINSLER [6] beweist 
-v -.>- • PY(s) (.a (O), I. (O)) = ~-:r! PX(s). 
Wie die Variationsrechnung (vgl. etwa CARATHEODORY I.e.) lehrt; 
ergibt sich Y(8) als Schnittpunkt einer Kurve kiirzester Lange, welche 
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X(8) und einen variablen Punkt der zweiten Kurve verbindet, mit dieser. 
Hierdurch wurde (X(O), Y(O)) rein metrisch im rp11 definiert. Doch 
benotigt eine Ubertragung auf den allgemeinen metrischen Raum zu 
viele Voraussetzungen (Eindeutigkeit von Y(8), Realitat des Winkels etc.). 
4.2. Sind 8, t so aufeinander bezogen, daB PX(8)=PY(t)=e, so setzen 
wir L=X(8)Y(t) und behaupten 
lim~= 2 g(X(O), Y(O)). 
e--+O (! 
Hierzu sei Z(a) fiir kleine 8, t die auf ihr finslersches :MaB bezogene 
Verbindungsextremante von X(8) und Y(t). Z,(r,), Zu(ru) seien die Verbin-
dungsextremanten von P mit X(8) bzw. Y(t): Z(O) =Z,(e) =X(8); 
Z(L)=Zu(e)=Y(t); Zx(O)=Zu(O)=P. Wie a mogen o.B.d.A. auch die -r 
und 8, t finslersche Langen der jeweiligen Kurven sein. 
Fur gewisse Zwischenwerte a• gilt koordinatenweise 
und jede Folge e --'>- 0 besitzt eine Teilfolge, fiir welche die heiden Schnitt-
punkte der Verlangerung von Z mit dem Rand einer gewissen kompakten 
Umgebung urn P (2.ll.b) konvergieren. Wegen 2.ll.c konvergiert auch 
_Z, somit 
fiir beliebiges a aus < 0, L >. 
~ = ~ F(Z(a) Z(a)) = ~ F(Z(a), (.Z(a)- Z(L) -Z(O))+ Z(L)- Z(O)) = 
e e ' e L L L 
= F(Z(a) ~(Z(a) _ Z(L)-Z(O)) + Zu(e) _ Zx(e)) 
' e L e e 
besitzt wegen Lfe ~ 2 (Dreiecksungleichung in rp11 ) folglich denselben Grenz-
wert wie 
Es geniigt also, etwa 
Z,(g)-Z,(O)- X(O) 
(! 
zu beweisen (vgl. (Sa) und beachte F(X(O))=F(Y(O))=l). 
Wegen Z.,(e)=X(8), Z.,(O)=X(O)=P ergibt sich fur gewisse Mittel-
werte 8., e. koordinatenweise 
z•( ) = Z~(e) -Z~(O) = ~ X•( B) -X'(O) = ~ _k•(8 ). 
, e. e e 8 e • 
Wendet man F(P, ... )auf die auBeren Glieder an, so strebt dies gegen 1, 
weil jeweils finslersche Langen als Parameter gewahlt waren. Es folgt 
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8/f!-+ 1. Nunmehr gibt das auBere rechte Glied zusammen mit dem 
zweiten von links die Behauptung. 
Die im Anfang von 4.2. gegebene und jetzt bewiesene Relation eignet 
sich zur metrischen Definition von g, damit 01: und G. Sie ist ohne Schwierig-
keit auf den allgemeinen metrischen Raum iibertragbar, wenn man nur 
die Existenz des Grenzwertes fordert ( oder etwa den oberen Grenzwert 
betrachtet). 
4.3. Fiir zwei Kurven X(8), Y(t) eines allgemeinen metrischen Raumes 
mit X(O)= Y(O)=P definieren WILSON [16] und .ALExANDROFF [1] einen 
Wi:rikel y durch den euklidischen Cosinussatz: 
cosy~ lim (PX(s))2 + (PY(t))2 - (X(s) Y(t))2 
s.t-o 2 (PX(s)) (PY(t)) • 
Wir zeigen, daB sich dieser Winkelbegriff fast ausschlieBlich fiir euklidische 
und riemannsche Ranme eignet, weil er nicht einmal zwischen Geraden 
(d.h. Kiirzesten) im Mn existiert. Wenn namlich X(8)=8X, Y(t)=ty 
(F(x)=F(y)= 1), so diirfte 
s2 +t2 -[F(sx- ty)]2 
2st (8, t > 0) 
nicht von 8, t abhiingen. Fiir 8=t und x=y bekommt diese Funktion 
den Wert 1, fiir 8=t und x= -y den Wert -1. Also gibt es linear unab-
hangige x',y' mit F(x')=F(y')=1 derart, daB zunachst fiir 8=t, wegen 
der Unabhiingigkeit von 8, t iiberhaupt F(8x'- ty') = V 82 + t2 (8, t ~ 0) gilt, 
was im wesentlichen eine euklidische Metrik im Mn definiert. 
(To be continued) 
